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Eksponenti topoloških prostorov
Povzetek
Zanima nas, kdaj lahko na prostoru zveznih preslikav C(X, Y ) vpeljemo eksponen-
tno topologijo. Ugotovimo, da je to odvisno predvsem od lastnosti prostora X
oziroma domene, in z obravnavanjem prostora Sierpińskega kot kodomene poeno-
stavimo problem. Raziskujemo topologije na družinah odprtih množic in se tako
približujemo iskanemu pogoju. Ugotovimo, da mora biti X sržno kompakten in
podamo eksponentno topologijo za dani X.
Exponentiable spaces and the exponential topology
Abstract
We would like to know when it is possible to endow C(X, Y ) with an exponential
topology. We observe this depends mainly on the properties of the domain X and
then we simplify the problem by considering the Sierpiński space as the codomain.
We explore topologies on topologies and approach the desired criteria. We find that
X has to be core compact and find the adequate exponential topology.
Math. Subj. Class. (2010): 54C35
Ključne besede: eksponentna topologija, eskponenciabilnost, sržno kompaktni
prostori, šibka topologija, krepka topologija, Scottova topologija, topologija Ale-
ksandrova
Keywords: exponential topology, exponentiability, core-compact spaces, weak to-
pology, strong topology, Scott topology, Alexandroff topology
1. Uvod
Najbolj smiselna topologija na prostoru C(X, Y ) je eksponentna topologija, zato
nas zanima, kakšne lastnosti morata imeti topološka prostora X in Y , da jo lahko
vpeljemo. Izkaže se, da lastnosti domene, torej prostora X, bolj vplivajo na obstoj
eksponenta kot lastnosti kodomene. Med študijem smo se srečali s kompaktno-
odprto topologijo in videli bomo, da če je prostor lokalno kompakten, se ekspo-
nentna topologija ujema s kompaktno-odprto topologijo. Cilj naloge je ugotoviti,
katero šibkejšo lastnost (od lokalne kompaktnosti) mora prostor X imeti, da lahko
na C(X, Y ) definiramo eksponentno topologijo. Temeljni vir za diplomsko delo je
članek On topologies for general function spaces [2], avtorjev Martína Escardója in
Reinholda Heckmanna.
2. Eksponenti
Denimo, da imamo dve množici, X in Y . Radi bi obravnavali množico vseh
preslikav iz X v Y . Prvo vprašanje je, ali taka množica sploh obstaja? Izkaže
se, da iz Zermelo-Fraenklovih aksiomov iz teorije množic sledi, da res. To množico
imenujemo eksponent množic X in Y , kar označimo
Y X .
Ta oznaka ima svoj smisel, saj ko sta X in Y končni množici, velja
|Y X | = |Y ||X|,
Spoznali smo tudi že izomorfizem množic
CA×B ∼= (CB)A.
Vidimo, da so preslikave v eksponent enakovredne preslikavam dveh spremenljivk.
To nas napelje k naslednji definiciji.
Definicija 2.1. Naj bodo A, X in Y množice in Y X množica vseh preslikav iz X
v Y . Naj bo g : A ×X → Y preslikava. Transponiranka preslikave g je preslikava
g¯ : A→ Y X , za katero velja g¯(a)(x) = g(a, x).
Vidimo, da pri množicah eksponent ni problematičen. Vprašamo se, kako je pri
drugačnih strukturah, pri vektorskih, topoloških prostorih, . . . Pri topoloških pro-
storih je poudarek na obravnavanju zveznih preslikav. Ali tudi tam obstaja nekaj
sorodnega eksponentu? Topološki prostor nosi več informacij kot samo množica, saj
imamo podano topologijo na množici. Kako bi v tem primeru definirali eksponent,
kakšno topologijo moramo vpeljati na tej množici?
Večkrat zasledimo podobne strukture na različnih objektih. Poznamo produkt
množic, definiran preprosto kot kartezični produkt, množica urejenih parov. Pri
topologiji smo spoznali produkt topoloških prostorov in zanimalo nas je, kakšno
topologijo bi vpeljali na množici X×X ′, če imamo že podani topologiji na X in X ′.
Odgovor je seveda produktna topologija, a treba je bilo premisliti, da je ta res prava.
Poznamo tudi direktni produkt grup. Pojavi se vprašanje, kako lahko konstrukcije,
kot so eksponent, produkt, itn., definiramo v splošnem, tako da bodo te definicije
delovale za vrsto različnih objektov, s katerimi se srečujemo.
S tem se ukvarja teorija kategorij. Najbolj pomembni pojmi so kategorija, objekt
in morfizem. Poznamo kategorijo vektorskih prostorov, kategorijo grup, kategorijo
množic, kategorijo topoloških prostorov, itd. Konkretna grupa bo tako objekt v
kategoriji grup in analogno v ostalih kategorijah. Ker nas zanimajo preslikave iz
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enega objekta v drugega, je pomemben pojem, ki nastopa, morfizem. Opazili smo
že, da smo se v vsaki kategoriji posvečali različnim preslikavam med objekti. Ko smo
obravnavali vektorske prostore, smo se predvsem ukvarjali z linearnimi preslikavami,
pri topoloških prostorih so bile v ospredju zvezne preslikave, pri grupah, kolobarjih
in podobno, so bili to homomorfizmi, in lahko bi še naštevali. Tako imamo v različnih
kategorijah različne morfizme, tj. preslikave med objekti, kot že nakazuje samo ime.
Več o tem lahko bralec prebere v [4, poglavje 2, razdelek 14].
V kategoriji topoloških prostorov so objekti topološki prostori, morfizmi pa zvezne
preslikave. Iščemo pogoj za obstoj eksponentov topoloških prostorov, zato bomo
spoznali kategorično definicijo eksponenta, v kateri nastopa produkt.
Definicija 2.2. Naj bo C kategorija z objektoma X1 in X2. Njun produkt je objekt
X1×X2, skupaj s parom morfizmov pr1 : X1×X2 → X1 in pr2 : X1×X2 → X2, ki
zadostuje lastnosti, da za vsak objekt Y in par morfizmov f1 : Y → X1, f2 : Y → X2,
obstaja natanko en morfizem f : Y → X1×X2, tako da spodnji diagram komutira:
X1 X1 ×X2 X2
Y
pr1 pr2
f1 f2
f
Definicija 2.3. Naj bo C kategorija z dvojiškimi produkti in X in Y objekta v C.
Objekt Y X skupaj z morfizmom εX,Y : (Y X ×X) → Y je eksponent X in Y , če za
vsak A in morfizem g : A ×X → Y obstaja natanko en morfizem g¯ : A → Y X (ki
ga imenujemo transponiranka g), tako da spodnji diagram komutira:
A×X Y X ×X
Y
g¯×idX
g
εX,Y
V kategoričnih definicijah nekaterih pojmov zahtevamo enoličen obstoj morfiz-
mov, ki naredijo določene diagrame komutativne. Za te pojme rečemo, da so dani
z univerzalno lastnostjo, in za njih velja, da so določeni do izomorfizma natančno,
torej v kategoriji topoloških prostorov do homeomorfizma natančno. Vidimo, da
je tudi eksponent dan z univerzalno lastnostjo. Pokažimo, da je res določen do
izomorfizma natančno.
Naj bosta X in Y objekta v kategoriji C. Denimo, da sta E ′ z morfizmom ε′X,Y
in E ′′ z morfizmom ε′′X,Y njuna eksponenta. Za preslikavo g iz definicije eksponenta
izberimo preslikavo ε′X,Y : E ′ ×X → Y . Ker je E ′′ eksponent, obstaja natanko ena
preslikava ε′X,Y : E ′ → E ′′, da komutira naslednji diagram:
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E′ ×X E′′ ×X
Y
ε′
X,Y
×idX
ε′X,Y
ε′′X,Y
Analogen razmislek pokaže, da za preslikavo ε′′X,Y : E ′ ×X → Y obstaja natanko
ena preslikava ε′′X,Y : E ′′ → E ′, da komutira spodnji diagram:
E′′ ×X E′ ×X
Y
ε′′
X,Y
×idX
ε′′X,Y
ε′X,Y
Združimo zgornja diagrama in dobimo naslednji diagram, ki komutira, saj je se-
stavljen iz dveh komutativnih diagramov.
E′ ×X E′′ ×X E′ ×X
Y
ε′X,Y
ε′
X,Y
×idX ε′′X,Y ×idX
ε′′X,Y
ε′X,Y
Ker je zgornji diagram enake oblike kot diagram v definiciji eksponenta, obstaja
enolično določena preslikava iz E ′ × X v E ′ × X, ki naredi diagram komutativen.
Imamo pa že dve preslikavi, ki naredita diagram komutativen, identiteto idE′×X in
(ε′′X,Y × idX) ◦ (ε′X,Y × idX). Upoštevamo, da je idE′×X = idE′ × idX , in izpostavimo
identiteto na desni, tako da dobimo naslednji diagram:
E′ ×X E′ ×X
Y
(ε′′
X,Y
◦ε′
X,Y
)×idX
idE′×idX
ε′X,Y
ε′X,Y
Zaradi enoličnosti preslikave iz E ′ ×X v E ′ ×X torej sledi ε′′X,Y ◦ ε′X,Y = idE′ .
Analogno pokažemo, da velja ε′X,Y ◦ ε′′X,Y = idE′′ . Eksponenta E in E ′ sta si res
izomorfna.
3. Eksponentna topologija
Poskusimo ugotoviti, kaj je eksponent v kategoriji topoloških prostorov. Topološki
prostor sestoji iz nosilne množice in topologije na njej. Zdi se smiselno, da bo nosilna
množica eksponenta C(X, Y ), vendar nam kategorična definicija eksponenta tega ne
pove neposredno.
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Trditev 3.1. Če za topološka prostora X in Y obstaja eksponent Y X , tedaj obstaja
ta eksponent z nosilno množico C(X, Y ) in običajno evalvacijo εX,Y : C(X, Y )×X →
Y .
Opomba 3.2. Z običajno evalvacijo εX,Y : C(X, Y ) × X → Y imamo v mislih
evalvacijo s predpisom
εX,Y (f, x) = f(x).
Dokaz. Naj bo E z evalvacijo ev : E ×X → Y eksponent Y X . Trdimo, da obstaja
homeomorfizem h : E → C(X, Y ), za katerega komutira diagram
E ×X
Y
C(X,Y )×X
ev
h×idX
εX,Y
Najti moramo bijekcijo h. Ko jo bomo našli, bo h homeomorfizem, če na C(X, Y )
vzamemo topologijo: U ⊆ C(X, Y ) je odprta, kadar je h−1(U) odprta v E. Naj bo
ϕ ∈ E. Definirajmo
h(ϕ) := x→ ev(ϕ, x).
Ta preslikava je zvezna, ker je ev zvezna. Preverimo, da s to definicijo diagram res
komutira.
(εX,Y ◦ (h× idX))(ϕ, x) = εX,Y ((h× idX)(ϕ, x))
= εX,Y (h(ϕ), x)
= h(ϕ)(x)
= ev(ϕ, x)
Najti moramo še inverz preslikave h. Definirajmo k : C(X, Y ) → E na naslednji
način. Naj bo f ∈ C(X, Y ) poljuben, naj bo 1 = {∗} poljubna enoelementna
množica in naj bo a : 1 → E tista preslikava, ki po definiciji eksponenta naredi
spodnji diagram komutativen.
1×X X
Y
E ×X
pr2
a×idX
f
ev
Vzemimo zdaj
k(f) := a(∗)
in preverimo, da je to inverz preslikave h, ki ga iščemo.
((h ◦ k)(f))(x) = (h(k(f))(x)
= h(a(∗))(x)
= ev(a(∗), x)
= f(pr2(∗, x))
= f(x).
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Torej je res h ◦ k = idC(X,Y ). Preverimo še obratno, in sicer da velja k(h(ϕ)) = ϕ =
idE(ϕ) za vsak ϕ ∈ E.
Za poljubno množico B in poljuben b ∈ B naj bo bˆ : 1→ B tista preslikava, katere
edini element zaloge vrednosti je b, torej bˆ(∗) = b. Opazimo, da b enolično določa
preslikavo bˆ in obratno. Po definiciji eksponenta obstaja natanko ena transponiranka
preslikave h(ϕ)◦pr2 : 1×X → Y . Trdimo, da sta tako ϕˆ kot ˆk(h(ϕ)) transponiranki
te preslikave, s katerima komutira spodnji diagram.
1×X X
Y
E ×X
pr2
̂k(h(ϕ))×idX ϕ̂×idX
h(ϕ)
ev
(ev ◦ (kˆ(h(ϕ)× idX))(∗, x) = ev(k(h(ϕ)), x)
= h(k(h(ϕ)))(x)
= (h ◦ (k ◦ h))(ϕ)(x)
= ((h ◦ k) ◦ h)(ϕ)(x)
= h(ϕ)(x)
= h(ϕ)(pr2(∗, x))
(ev ◦ (ϕˆ× idX))(∗, x) = ev(ϕˆ(∗), x)
= ev(ϕ, x)
= h(ϕ)(x)
= h(ϕ)(pr2(∗, x))
To nam pove, da sta preslikavi ˆk(h(ϕ)) in ϕˆ enaki, iz česar sledi k(h(ϕ)) = ϕ. 
Pri množicah lahko vsaki preslikavi dveh spremenljivk priredimo njeno transpo-
niranko in obratno. Da bo preslikava morfizem v kategoriji topoloških prostorov,
mora biti zvezna. Za obstoj eksponenta topoloških prostorov mora torej iz zveznosti
preslikave slediti zveznost njene transponiranke in obratno. Zato je smiselno vpeljati
naslednjo razvrstitev topologij. Naj bodo A, X in Y topološki prostori. Topologija
na C(X, Y ) je:
• šibka, če iz zveznosti g : A×X → Y sledi zveznost g¯ : A→ C(X, Y ),
• krepka, če iz zveznosti g¯ : A→ C(X, Y ) sledi zveznost g : A×X → Y ,
• eksponentna, če je hkrati šibka in krepka. Drugače povedano, topologija na
C(X, Y ) je eksponentna natanko tedaj, ko je operacija transponiranja g ↦→ g¯
dobro definirana bijekcija med množicama C(A×X, Y ) in C(A,C(X, Y )).
Opomba 3.3. Ni nujno, da vsaka topologija zadošča eni (ali vsem, če je eksponen-
tna) od zgornjih lastnosti.
Naslednja trditev nam ponuja alternativno karakterizacijo krepkih topologij, ki
nam bo prišla prav pri kasnejših dokazih.
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Trditev 3.4. Topologija na C(X, Y ) je krepka natanko tedaj, ko je evalvacija zvezna.
Dokaz. (⇒) Predpostavimo najprej, da je topologija krepka. Radi bi videli, da je
transponiranka evalvacije εX,Y : C(X, Y ) → C(X, Y ) zvezna, kar pa velja, saj je
εX,Y (f)(x) = f(x) za vse x ∈ X, torej εX,Y (f) = f , kar je ravno identiteta, ki je
vedno zvezna. Ker je topologija krepka, iz zveznosti εX,Y sledi zveznost evalvacije
εX,Y .
(⇐) Naj bo evalvacija zvezna in g : A×X → Y poljubna preslikava. Dokazujemo,
da je topologija krepka, in zato predpostavimo, da je transponiranka preslikave g
g¯ : A → C(X, Y ) zvezna. Dokažimo, da iz tega sledi zveznost preslikave g. Lahko
jo zapišemo kot kompozitum:
g(a, x) = g¯(a)(x) = εX,Y (g¯(a), x) = εX,Y ◦ (g¯ × idX)(a, x),
kjer je idX : X → X identiteta. Ker je kompozitum zveznih preslikav zvezna
preslikava in enako velja za produkt, je g zvezna. 
Opomba 3.5. Razmislimo, od kje poimenovanji šibka in krepka topologija. Naj
bo g morfizem, torej zvezna preslikava. Vidimo, da za komutativnost diagrama iz
kategorične definicije eksponenta potrebujemo zveznost g¯, identitete (kar je seveda
izpolnjeno) in evalvacije. Vemo, da je topologija krepka natanko tedaj, ko je eval-
vacija zvezna. Ker mora biti praslika vsake odprte množice v kodomeni Y odprta
v C(X, Y ) × X, bomo to lažje dosegli, če bomo C(X, Y ) opremili z več odprtimi
množicami. Preslikava g¯ pa bo zvezna, če bo slika vsake odprte množice v C(X, Y )
odprta v A. To bo lažje izpolnjeno, če bomo C(X, Y ) opremili z manj odprtimi
množicami. Če bo transponiranka zvezna, bo topologija šibka. Vidimo, da za šibko
topologijo potrebujemo manj odprtih množic, za krepko topologijo krepkejšo topo-
logijo, za komutativnost diagrama pa oboje.
Lema 3.6. Veljajo naslednje trditve:
(1) Vsaka šibka topologija je šibkejša od vsake krepke topologije.
(2) Vsaka topologija, ki je šibkejša od neke šibke topologije, je prav tako šibka.
(3) Vsaka topologija, ki je krepkejša od neke krepke topologije, je prav tako krepka.
Obstaja največ ena eksponentna topologija, v tem primeru je to najšibkejša krepka
topologija, oziroma najkrepkejša šibka topologija.
Pojma šibka in krepka topologija sta povezana s številom odprtih množic v to-
pologiji, kot nakazuje njuno poimenovanje. Torej šibka topologija vsebuje manj
odprtih množic kot krepka topologija. Če to upoštevamo in še enkrat preberemo
zgornjo lemo, vidimo, da je zelo smiselna.
Dokaz. (1) Opremimo prostor C(X, Y ) s krepko topologijo T in dobljeni prostor
označimo s K(X, Y ), nato pa še s šibko topologijo T ′ in ta prostor označimo s
S(X, Y ). Po trditvi 3.4 je evalvacija εX,Y : K(X, Y )×X → Y zvezna. Po definiciji
šibke topologije iz zveznosti εX,Y sledi zveznost εX,Y : K(X, Y ) → S(X, Y ). Kot
smo že videli velja εX,Y (f)(x) = f(x) za vsak x ∈ X, torej εX,Y (f) = f . Sledi
O = εX,Y −1(O) ∈ T za vsak O ∈ T ′, torej velja T ′ ⊆ T .
(2) Naj bo topologija T poljubna šibka topologija in topologija T ′ šibkejša od
topologije T , torej T ′ ⊆ T . Če množico C(X, Y ) opremimo s topologijo T , iz
zveznosti g : A × X → Y sledi zveznost g¯ : A → C(X, Y ). Naj bo zdaj preslikava
g zvezna. Če želimo, da bo njena transponiranka zvezna, mora biti praslika vsake
odprte množice v topologiji T ′ odprta v A. Vemo, da je praslika vsake odprte
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množice v T odprta v A, in ker je družina odprtih množic v T ′ vsebovana v T , je
pogoj izpolnjen.
(3) Naj bo topologija T na C(X, Y ) krepka in topologija T ′ taka, da velja T ⊆ T ′.
Po trditvi 3.4 je evalvacija εX,Y : C(X, Y )×X → Y zvezna, če C(X, Y ) opremimo
s topologijo T . Če C(X, Y ) opremimo s topologijo T ′, smo s tem domeni evalvacije
dodali nekaj odprtih množic, torej je εX,Y še vedno zvezna. 
Slika 1 grafično prikazuje zadnjo lemo. Vsaka točka ponazarja neko topologijo,
razporedimo jih pa glede na relacijo vsebovanosti: to, da neka topologija T vsebuje
drugo topologijo T ′ (torej da je T krepkejša in T ′ šibkejša), ponazorimo tako, da
je točka, ki predstavlja T , višje od točke T ′. Nad vsako topologijo so torej vse
topologije, ki prvo vsebujejo.
Slika 1. Ponazoritev topologij, ko eksponent obstaja.
Slika 1 ponazarja primer, ko eksponentna topologija obstaja, saj se krepke in šibke
topologije srečajo v eksponentni topologiji. Slika 2 prikazuje primer, ko eksponent
ne obstaja.
Nas zanima, kdaj je prostor X eksponenciabilen, torej kdaj ustreza naslednji
definiciji.
Definicija 3.7. Prostor X je eksponenciabilen, če lahko za vsak prostor Y množico
C(X, Y ) opremimo z eksponentno topologijo. To množico s to topologijo imenujemo
eksponent prostorov X in Y ter jo označimo z Y X .
4. Topologije na topologijah
V tem poglavju bomo raziskovali topologije na topologijah topoloških prostorov.
Za lažje označevanje se dogovorimo: če je X topološki prostor, njegovo topologijo
označimo z O(X). Topologija je sama po sebi množica, ki jo prav tako lahko opre-
mimo s topologijo, in to označimo z O(O(X)). Točke v O(X) so odprte množice,
odprte množice prostora O(X) pa so družine odprtih podmnožic prostora X.
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Slika 2. Ponazoritev topologij, ko eksponent ne obstaja.
4.1. Prostor Sierpińskega. Radi bi poenostavili problem eksponenciabilnosti. Po
definiciji mora eksponentna topologija na C(X, Y ) obstajati za vsako domeno Y , kar
je težko neposredno preveriti za vsak topološki prostor Y . Zato si bomo pomagali
s prostorom Sierpińskega, ki ga označimo s S. Prostor Sierpińskega je topološki
prostor z dvema elementoma, 0 in 1, kjer je {1} odprta, {0} pa ni odprta. Po
definiciji topologije družina odprtih množic v S seveda vsebuje še prazno množico
in cel prostor. Mimogrede, lahko bi seveda odprtost in zaprtost točk obrnili, saj
imamo simetrijo. Velja
C(X, S) ∼= O(X),
saj lahko za vsako odprto množico V ∈ O(X) definiramo karakteristično preslikavo
χV (x) =
⎧⎨⎩1 x ∈ V,0 x /∈ V.
Ker je χ−1V ({1}) ravno množica V , je χV zvezna in zato element množice C(X, S).
Torej imamo bijekcijo med topologijo na X in množico zveznih preslikav C(X, S).
Izkaže se, da je prostor X eksponenciabilen natanko tedaj, ko lahko prostor C(X, S)
opremimo z eksponentno topologijo. Kot bomo videli v razdelku 5.3, je za poljuben
Y eksponentna topologija prostora C(X, Y ) natanko določena z eksponentno topo-
logijo prostora C(X, S). Zaradi izomorfizma C(X, S) ∼= O(X) lahko eksponentno
topologijo iščemo na O(X).
4.2. Karakterizacija šibke in krepke topologije na topologiji. Razmislimo,
kakšne oblike so topologije na topologijah. Odprta množica U v X je podmnožica
X, torej U ⊆ X, in dejstvo, da je odprta, pomeni U ∈ O(X). Kaj pa topologija na
topologiji, torej topologija na O(X)? Odprta množica Ω v topologiji je podmnožica
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topologije, torej velja Ω ⊆ O(X) in Ω ∈ O(O(X)). Definiciji krepke in šibke topo-
logije imamo podani na množici C(X, Y ). Ker sedaj iščemo eksponentno topologijo
na O(X), bi radi karakterizirali šibke in krepke topologije na tej množici.
Topologija na O(X) je krepka natanko tedaj, ko je naslednja množica odprta:
εX = {(U, x) ∈ O(X)×X | x ∈ U}.
Kako vidimo, da je to enakovreden pogoj poznani definiciji krepke topologije? Eval-
vacija mora biti zvezna. Ker smo za kodomeno vzeli prostor Sierpińskega, je eval-
vacija oblike
εX : C(X, S)×X → S
s predpisom
εX(f, x) = f(x).
Ker imamo bijekcijo med C(X, S) in O(X), evalvacija zdaj zavzame obliko
εX : O(X)×X → S
εX(U, x) =
⎧⎨⎩1 x ∈ U0 x /∈ U
Zvezna bo natanko tedaj, ko bo praslika vsake odprte množice v S (edina netrivialna
je {1}) odprta, ε−1X (1) pa je ravno {(U, x) ∈ O(X)×X | x ∈ U}.
Podobno razmislimo še za šibko topologijo. Topologija na O(X) je šibka, če je za
vsak W ∈ O(A×X) preslikava w¯ : A→ O(X) s predpisom
w¯(a) = {x ∈ X | (a, x) ∈ W}
zvezna. Poglejmo, kako to sledi iz definicije. Topologija je šibka, če iz zveznosti
poljubne preslikave w : A×X → S sledi zveznost njene transponiranke w¯(a) = x ↦→
w(a, x):
w¯(a) = {x ∈ X | w(a, x) = 1}
= {x ∈ X | (a, x) ∈ w−1(1)}
= {x ∈ X | (a, x) ∈ W}.
5. Prostori z eksponentnimi topologijami
Primer krepke topologije na O(X) je diskretna, primer šibke topologije na O(X)
je trivialna topologija. Radi bi našli krepke in šibke topologije, ki so si bliže (in
posledično bliže eksponentni). Spoznali bomo krepko topologijo Aleksandrova in
šibko Scottovo topologijo.
5.1. Topologija Aleksandrova.
Definicija 5.1. Množica O ⊆ O(X) je odprta v topologiji Aleksandrova, če iz pogo-
jev U ∈ O in U ⊆ V ∈ O(X) sledi, da je množica V ∈ O.
Pokažimo, da je res topologija. Prazna množica je odprta v smislu Aleksandrova,
saj je pogoj na prazno izpolnjen. Cel prostor, torejO(X), je prav tako odprt v smislu
Aleksandrova, saj če vzamemo poljubno množico U ∈ O(X) in poljubno množico
U ⊆ V ∈ O(X), je očitno V prav tako vsebovana v O(X). Po definiciji topologije
moramo pokazati še zaprtost za končne preseke in poljubne unije. Naj bosta U in
V odprti množici v topologiji Aleksandrova in W ∈ U ∩V . Naj bo W ⊆ Z ∈ O(X).
Radi bi pokazali, da je Z ∈ U ∩ V . Ker velja W ∈ U in W ⊆ Z ∈ O(X), poleg tega
pa je U odprta v smislu Aleksandrova, sledi, da je Z ∈ U . Na enak način pokažemo,
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da je Z ∈ V . Sledi, da je Z ∈ U ∩ V in je U ∩ V odprta v smislu Aleksandrova.
Pokažimo še zaprtost za poljubne unije. Naj bo U = ⋃i∈I Ui unija odprtih množic
v smislu Aleksandrova, U ∈ U in U ⊆ V ∈ O(X) za neki V . Radi bi pokazali, da
je V ∈ U . Ker so družine odprtih množic Ui odprte v smislu Aleksandrova, velja
U ∈ Ui za neki i, torej je V ∈ Ui in zato V ∈ U .
Naj bo U ∈ O(X). Zgornji odsek množice U je množica
↑U = {V ∈ O(X) | U ⊆ V }.
Pokažimo, da zgornji odseki odprtih množic tvorijo bazo topologije Aleksandrova.
Očitno so odprti v smislu Aleksandrova. Preveriti moramo, da lahko vsako odprto
množico v smislu Aleksandrova zapišemo kot unijo zgornjih odsekov odprtih množic.
Naj bo O odprta v smislu Aleksandrova. To množico lahko zapišemo kot unijo
O = ⋃U∈O ↑U . Res, za vsak U ∈ O velja U ∈ ↑U , torej je vsebovan v uniji. Naj bo
V ∈ ⋃U∈O ↑U . To pomeni, da je V ∈ ↑U za neki U ∈ O. Ker je O odprta v smislu
Aleksandrova, iz pogoja U ⊆ V sledi V ∈ O.
Slika 3. Zgornji odsek množice U .
Slika 3 se razlikuje od prejšnjih. Zdaj točke niso topologije, ampak odprte množice
glede na neko topologijo, ki jih še vedno razporedimo glede na relacijo vsebovano-
sti. Vidimo, da so v zgornjem odseku množice U vse tiste množice, ki množico U
vsebujejo.
Opomba 5.2. Topologija Aleksandrova je zaprta za poljubne preseke. Naj bo
U = ⋂i∈I Ui presek odprtih množic v smislu Aleksandrova in naj bosta V,W ∈ O(X).
Naj bo V ∈ U in V ⊆ W . Velja W ∈ Ui za vsak i ∈ I, ker so Ui odprte množice v
smislu Aleksandrova, ki vsebujejo V . Torej je W ∈ U in zato je U odprta v smislu
Aleksandrova.
Opomba 5.3. Obstaja druga, širša definicija topologije Aleksandrova, ki pravi,
da je topologija Aleksandrova tista topologija, ki je zaprta za poljubne preseke.
Pokazali smo, da topologija, ki jo tu obravnavamo, spada v to družino topologij.
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Kot zanimivost lahko opazimo, da iz zaprtosti za poljubne preseke sledi lastnost,
da ima vsaka točka najmanjšo okolico. Primer (te širše) topologije Aleksandrova je
diskretna topologija. Od tu naprej je pod topologijo Aleksandrova seveda mišljena
zgornja definicija.
Trditev 5.4. Topologija Aleksandrova je krepka topologija.
Dokaz. Radi bi pokazali, da je množica εX = {(U, x) ∈ O(X)×X | x ∈ U} odprta.
Izberemo si poljubno točko (U, x) ∈ εX in iščemo odprto okolico za to točko, ki bo
vsebovana v εX . Velja (U, x) ∈ ↑U × U , kar je produkt odprte množice v smislu
Aleksandrova, ki je podmnožica O(X), in odprte množice v X. Ta produkt je v εX ,
saj je vsak y ∈ U vsebovan v V ∈ ↑U . 
5.2. Scottova topologija. Našli smo krepko topologijo Aleksandrova, zdaj pa bi
radi poiskali še neko šibko topologijo, in se tako rekoč s strani šibkih topologij
približali eksponentni. Spoznali bomo Scottovo topologijo, ki ni katerakoli šibka
topologija, ampak najkrepkejša šibka topologija. Če se spomnimo leme 3.6, vidimo,
da je zato Scottova topologija kandidat za eksponentno topologijo. Pogoj, ki ga bo
morala Scottova topologija izpolnjevati, da bo to iskana eksponentna topologija, je
po definiciji še krepkost. Zanimalo nas bo torej, kdaj je Scottova topologija krepka,
saj bomo tako našli eksponent. Ker pa iščemo eksponentno topologijo na C(X, Y ) in
ne zgolj na O(X), bomo na koncu videli, kako topologija na O(X) porodi topologijo
na C(X, Y ).
Definicija 5.5. Naj bo O odprta množica v smislu Aleksandrova. O ⊆ O(X) je
Scottovo odprta, kadar za vsak U ∈ O in vsako odprto pokritje množice U obstaja
končno mnogo članic tega pokritja, katerih unija je v O.
Označimo množico Scottovo odprtih množic s S in pokažimo, da je to res topo-
logija. Prazna množica je Scottovo odprta, saj je pogoj na prazno izpolnjen. Cel
prostor, torej O(X), je prav tako v S. Vzemimo poljuben U ∈ O(X) in naj bo P
poljubno odprto pokritje množice U . Unija članic P je seveda vsebovana v O(X)
in tudi unija končno mnogo članic tega pokritja je vsebovana v O(X). Preverimo
zaprtost za končne preseke: naj bosta U in V Scottovo odprti množici, in naj bo
W ∈ U ∩ V . Naj bo P poljubno odprto pokritje množice W . Ker je U Scottovo
odprta, obstaja končno mnogo članic tega pokritja, katerih unija ⋃ni=1 Ui je v U , in
enak razmislek pokaže, da obstaja končno mnogo članic pokritja P , katerih unija⋃m
i=1 Vi je v V . Potem je (
⋃n
i=1 Ui) ∪ (
⋃m
j=1 Vj) končna unija, vsebovana v U ∩ V , saj
sta tako U kot V odprti v smislu Aleksandrova. Pokažimo še zaprtost za poljubne
unije. Naj bo U = ⋃i∈I Ui unija Scottovo odprtih množic, V ∈ U in P pokritje
množice V . Velja V ∈ Ui za neki i in ker je Ui Scottovo odprta, obstaja končno
mnogo članic P , katerih unija je v Ui in posledično seveda v U .
Trditev 5.6. Scottova topologija je šibka topologija.
Dokaz. Naj bo W ⊆ A×X odprta. Dokazujemo, da je
w¯ : A→ O(X)
w¯(a) = {x ∈ X | (a, x) ∈ W}
zvezna preslikava. Na spodnji sliki vidimo ponazoritev množice w¯(a).
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Slika 4. Preslikava w¯(a).
Naj bo O poljubna Scottovo odprta podmnožica O(X). Pokažimo, da je njena
praslika odprta v A. Vzemimo poljuben a ∈ w¯−1(O). Množica w¯(a) je element
množice O, to pomeni {x ∈ X | (a, x) ∈ W} ∈ O. Za vsak x ∈ w¯(a) si izberimo
taka Ux ∈ O(A) in Vx ∈ O(X), da velja (a, x) ∈ Ux × Vx ⊆ W . Dobimo pokritje⋃
x∈w¯(a) Vx = {x ∈ X | (a, x) ∈ W}, vsebovano v O. Upoštevamo, da je O Scottovo
odprta, kar pomeni, da obstaja končno podpokritje tega pokritja, ki je vsebovano v
O. Obstajajo taki x1, x2, . . . , xn ∈ w¯(a), da je Vx1 ∪ Vx2 ∪ · · · ∪ Vxn ∈ O. Za okolico
točke a si izberemo U = Ux1 ∩ Ux2 ∩ · · · ∩ Uxn . U je odprta množica, saj je končen
presek odprtih množic odprt. Preveriti moramo še, da je U ⊆ w¯−1(O), torej da za
vsak u ∈ U velja w¯(u) ∈ O. w¯(u) je po definiciji množica {x ∈ X | (u, x) ∈ W}.
Vemo že, da je Vx1 ∪ Vx2 ∪ · · · ∪ Vxn ∈ O. Če bomo pokazali, da je Vx1 ∪ Vx2 ∪ · · · ∪
Vxn ⊆ w¯(u), bo to zadostovalo, saj je O odprta tudi v smislu Aleksandrova. Naj
bo v poljuben element Vxi , za neki i ∈ {1, 2, . . . , n}. Ker je U × Vxi ⊆ W , sledi
(u, v) ∈ W . 
Vpeljimo novo relacijo, s katero bomo lahko neposredno preverili, ali je topologija
krepka.
Definicija 5.7. Naj bo T topologija na O(X) in naj IntT označuje notranjost glede
na topologijo T . Za množici U, V ∈ O(X) naj U ≺T V pomeni V ∈ IntT ↑U . Z
drugimi besedami, U ≺T V velja natanko tedaj, ko je V ∈ O za neki O ∈ T , za
katerega velja U ⊆ W za vse W ∈ O.
Poglejmo si nekaj osnovnih lastnosti relacije ≺T .
Lema 5.8. Veljajo naslednje trdtive:
(1) Če velja U ≺T V , potem velja U ⊆ V .
(2) Naj bo U ′ ⊆ U in U ≺T V . Potem je U ′ ≺T V .
(3) Naj bo topologija T šibkejša od topologije Aleksandrova, in naj velja U ≺T
V ⊆ V ′. Potem je U ≺T ′ V ′.
(4) Velja ∅ ≺T W in iz U ≺T W,V ≺T W sledi U ∪ V ≺T W .
Dokaz. (1) Velja V ∈ IntT ↑U ⊆ ↑U .
(2) Velja V ∈ IntT ↑U ⊆ IntT ↑U ′.
(3) Velja IntT ↑U ∈ T in V ∈ IntT ↑U . Ker je topologija T šibkejša od topologije
Aleksandrova in je V ⊆ V ′, je V ′ ∈ IntT ↑U .
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(4) Velja ↑∅ = O(X) in W ∈ O(X) = IntTO(X). Naj velja U ≺T W in V ≺T W .
Obstaja O ∈ T , ki vsebujeW in vsaka članica O je nadmnožica U . Prav tako obstaja
O′ ∈ T , ki vsebuje W in vsaka članica O′ je nadmnožica V . Zato je W ∈ (O ∩ O′)
in (U ∪ V ) ⊆ Z za vsak Z ∈ (O ∩O′). 
Definicija 5.9. Topologija T na družini odprtih množic O(X) je aproksimativna,
če za poljubno točko x ∈ X in vsako njeno odprto okolico V obstaja odprta okolica
U točke x, za katero velja U ≺T V .
Aproksimativnost je enakovredna dejstvu, da je vsaka odprta množica V unija
odprtih množic Ui, za katere velja Ui ≺T V .
Lema 5.10. Topologija T na družini odprtih množic O(X) je krepka natanko tedaj,
ko je aproksimativna.
Dokaz. (⇒) Naj bo topologija T krepka. Izberimo si poljubno točko x ∈ X in
odprto okolico V te točke. Iščemo odprto okolico U točke x, za katero bo veljalo
U ≺T V . Krepkost topologije nam pove, da je množica
εX = {(U, x) ∈ O(X)×X | x ∈ U}
odprta. Velja (V, x) ∈ εX . Lahko najdemo tako odprto okolico O ∈ T za V in
odprto okolico U ∈ O(X) za točko x, da velja O×U ⊆ εX . Pokažimo, da U ustreza
pogoju U ≺T V : če si izberemo neko točko (W,u) ∈ O × U , velja u ∈ W , saj je
(W,u) ∈ εX . Ker je u poljubna točka iz množice U in množicaW prav tako poljuben
element množice O, smo pokazali, da je U ⊆ W za vsak W ∈ O in zato U ≺T V .
Točka x in njena odprta okolica V sta prav tako bili poljubni, zato smo dokazali
aproksimativnost krepke topologije.
(⇐) Naj bo topologija T na družini odprtih množic O(X) aproksimativna in naj
bo (V, x) ∈ εX . Iščemo odprto okolico za (V, x), ki bo vsebovana v εX . Velja x ∈ V
in ker je topologija aproksimativna, obstaja taka odprta okolica U točke x, da velja
U ≺T V . Obstaja O ∈ T , ki vsebuje V in U ⊆ W za vse W ∈ O. O × U ⊆ εX je
iskana okolica za (V, x), torej je εX odprt in topologija T krepka. 
Na vrsti je eden ključnih izrekov pri iskanju eksponentne topologije.
Izrek 5.11. Scottova topologija je presek vseh krepkih topologij.
Opomba 5.12. To nam ravno pove, da je Scottova topologija najkrepkejša šibka
topologija. Sedaj lahko tudi bolje razumemo sliki 1 in 2. Opazimo, da se v obeh
primerih, ko eksponent obstaja in ko ne obstaja, vrh šibkih topologij ne spremeni –
Scottova topologija vedno obstaja in vedno je to najkrepkejša šibka topologija.
Dokaz. Ker je Scottova topologija šibka topologija in ker je vsaka šibka topologija
šibkejša od vsake krepke, je vsebovana v preseku vseh krepkih topologij. Pokažimo
še obratno vsebovanost. Za vsako družino odprtih podmnožic A ⊆ O(X) naj bo TA
množica vseh podmnožic O ⊆ O(X), za katere velja:
(1) O je odprta v smislu Aleksandrova,
(2) če je A pokritje neke članice U ∈ O, potem obstaja končno mnogo članic
tega pokritja, katerih unija je v O.
Pokažimo, da je TA je topologija. ∅ ∈ TA, saj je odprta v smislu Aleksandrova, in A
ni pokritje neke njene članice. O(X) je prav tako odprta v smislu Aleksandrova. Naj
A pokriva neko njeno članico. Lahko si izberemo poljubno končno unijo članic A in
ta unija je vsebovana v O(X). Preverimo, da je TA zaprta za poljubne unije. Naj bo
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⋃
i∈I Oi unija množic, odprtih v TA. Ta unija je odprta v smislu Aleksandrova. Naj
bo A pokritje neke članice U ∈ ⋃i∈I Oi. Potem je U ∈ Oi za neki i ∈ {1, 2, . . . , n},
in ker je Oi ∈ TA, obstaja končno mnogo članic tega pokritja, katerih unija je v
Oi in posledično v
⋃
i∈I Oi. Preverimo še zaprtost za končne preseke. Naj bosta
O,O′ ∈ TA. O ∩ O′ je odprta v smislu Aleksandrova. Naj bo zdaj A pokritje neke
članice U ∈ O∩O′. Obstajajo take U1, U2, . . . , Un, da je unija U1∪U2∪· · ·∪Un ∈ O,
in V1, V2, . . . , Vm, da je V1∪V2∪· · ·∪Vm ∈ O′. Potem je (⋃ni=1 Ui)∪(⋃mj=1 Vj) ∈ O∩O′,
saj sta obe odprti v smislu Aleksandrova.
Scottova topologija je ⋂
A⊆O(X)
TA.
Trdimo, da so topologije TA krepke. Potem bo presek vseh krepkih topologij kve-
čjemu manjši. Uporabili bomo lemo 5.10, ki pravi, da zadošča pokazati, da so te
topologije aproksimativne. Izberimo poljuben x in poljubno odprto okolico te točke
U ∈ O(X). Obravnavamo dva primera:
(1) Denimo, da x /∈ ⋃A. To pomeni, da A ne pokriva množice U . Potem je
↑U ∈ TA, saj je to ena od baznih množic Aleksandrove topologije (in očitno odprta
v smislu Aleksandrova), A pa ni pokritje nobene članice te množice. Velja torej
y ∈ U ≺TA U za vsak y ∈ U .
(2) Naj bo zdaj x ∈ ⋃A. Obstaja neka odprta množicaW ∈ A, ki vsebuje točko x.
Preverimo, da velja O = ↑(W ∩ U) ∈ TA. Očitno je odprta v smislu Aleksandrova,
saj je spet bazne oblike. Če je A pokritje neke članice O, moramo poiskati končno
mnogo članic tega pokritja, katerih unija je v tej množici. Temu ustreza W , ki je
vsebovana v O, saj je U ∩W ⊆ W , O pa je odprta v smislu Aleksandrova. Velja
U ∈ O in U ∩W ⊆ V za vse V ∈ O, torej smo dokazali x ∈ (U ∩W ) ≺TA U . 
5.3. Inducirana topologija. Ponovimo, kaj smo do tu izpeljali: kandidat za ek-
sponentno topologijo na O(X) je Scottova topologija. Vemo, da je šibka; ko bo
krepka, bo to iskana eksponentna topologija. Krepka pa bo po lemi 5.10 natanko
tedaj, ko bo aproksimativna. Kot že omenjeno, pa se ukvarjamo s topologijo na
O(X), ker je to bolj preprosto od obravnavanja vseh topologij na C(X, Y ), vendar
je slednja tista množica, na kateri iščemo eksponentno topologijo. Zato na tej točki
poiščimo povezavo med topologijo na C(X, Y ) in topologijo na O(X). Z ustre-
zno definicijo topologije na C(X, Y ), izpeljane iz topologije na O(X), se lastnosti
krepkosti in šibkosti ohranjata.
Definicija 5.13. Naj bo T topologija na O(X). T -inducirana topologija, oziroma
topologija, inducirana s T , je podana s podbaznimi množicami
T (O, V ) = {f ∈ C(X, Y ) | f−1(V ) ∈ O},
kjer je O ∈ T in V ∈ O(Y ).
Med drugim vsaka topologija T na O(X) porodi topologijo na C(X, S), kar smo
poistovetili z O(X). Prepričajmo se, da sta T in s T porojena topologija v tem
smislu enaki.
Trditev 5.14. Naj bo T topologija na O(X) in K : O(X)→ C(X, S) prej definirana
bijekcija U ↦→ χU z inverzom χ ↦→ χ−1({1}). Tedaj je K homeomorfizem, če C(X, S)
opremimo s T -inducirano topologijo.
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Dokaz. Pokažimo, da je K zvezna. T -inducirana topologija na C(X, S) je dana s
podbazo
T (O, V ) = {f ∈ C(X, S) | f−1(V ) ∈ O},
kjer O preteče T , V pa odprte množice v S. Zveznost preslikave je dovolj preveriti
na podbazi. Za začetek si oglejmo, kaj nam pove pogoj U ∈ K−1(T (O, V )). Velja
U ∈ K−1(T (O, V ))⇔ χU ∈ T (O, V )⇔ χ−1U (V ) ∈ O.
Ugotovili smo, da je
K−1(T (O, V )) = {U ∈ O(X) | χ−1U (V ) ∈ O}.
Naj bo zdaj O ∈ T in preverimo, da za vse odprte množice V v S velja
{U ∈ O(X) | χ−1U (V ) ∈ O} ∈ T ,
saj bo to pomenilo, da je praslika vsake odprte množice odprta. Če za V izberemo
∅, je {U ∈ O(X) | χ−1U (∅) ∈ O} ravno O(X) ali ∅, in obe sta element T . Za V = S
dobimo O(X), če je O(X) ∈ O, sicer pa prazno množico, in spet je v obeh primerih
to odprta množica v T . Pri V = {1} je χ−1U ({1}) = U , torej dobimo ravno vse
elemente množice O, O pa je odprta v O(X).
Pokazati moramo še zveznost K−1. Naj bo O ∈ T . Radi bi videli, da je
(K−1)−1(O) odprta v C(X, S). Velja
(K−1)−1(O) = {K(U) | U ∈ O},
kjer je K(U) = χU . Za vsak U ∈ O je χU ∈ T (O, {1}) in pokažimo T (O, {1}) ⊆
{K(U) | U ∈ O}. Velja
f ∈ T (O, {1})⇔ f−1({1}) ∈ O ⇔ K−1(f) ∈ O
in tak f je vsebovan v {K(U) | U ∈ O}. 
Trditev 5.15. Naj bo X topološki prostor, O(X) topologija na X in T topologija
na O(X). Velja:
(1) Topologija T je šibka natanko tedaj, ko je za vsak prostor Y T -inducirana
topologija na C(X, Y ) šibka.
(2) Topologija T je krepka natanko tedaj, ko je za vsak prostor Y T -inducirana
topologija na C(X, Y ) krepka.
(3) Topologija T je eksponentna natanko tedaj, ko je T -inducirana topologija na
C(X, Y ) eksponentna za vsak prostor Y .
Dokaz. Tretja ekvivalenca po definiciji eksponentne topologije sledi iz prvih dveh.
(1) (⇒) Naj bo topologija T šibka. Dokazujemo, da je T -inducirana topologija
šibka. Naj bo g : A×X → Y zvezna in dokažimo zveznost njene transponiranke g¯ :
A→ C(X, Y ). Spomnimo se, da je zveznost preslikave dovolj preveriti na podbaznih
množicah topologije, torej je dovolj preveriti, da je odprta množica g¯−1(T (O, V )),
kjer je O poljuben element T in V poljubna odprta množica v Y . Označimo W =
g−1(V ). Ker je g zvezna, je W odprta množica v A × X. Po predpostavki je w¯ :
A→ O(X) zvezna glede na topologijo T . Če bomo pokazali, da je g¯−1(T (O, V )) =
w¯−1(O), bomo na cilju, saj za slednjo množico vemo, da je odprta. Enakost množic
g¯−1(T (O, V )) = w¯−1(O) je enakovredna temu, da je g¯(a) ∈ T (O, V ) natanko tedaj,
ko je w¯(a) ∈ O. Oglejmo si pogoj g¯(a) ∈ T (O, V ). T (O, V ) tvorijo zvezne preslikave
f , za katere velja f−1(V ) ∈ O, torej bo g¯(a) ∈ T (O, V ) natanko tedaj, ko bo
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(g¯(a))−1(V ) ∈ O. Izpeljali smo, da je dovolj dokazati w¯(a) ∈ O ⇔ (g¯(a))−1(V ) ∈ O.
Pa poglejmo:
x ∈ (g¯(a))−1(V )⇔ g(a, x) ∈ V ⇔ (a, x) ∈ g−1(V )⇔ (a, x) ∈ W ⇔ x ∈ w¯(a).
Med ekvivalencami smo upoštevali samo definicijo transponiranke preslikave.
(1) (⇐) Naj bo T -inducirana topologija na C(X, Y ) za vsak Y šibka. Radi bi
dokazali, da je T šibka. Ker je Y poljuben, si lahko izberemo kar prostor Sier-
pińskega S. Pokazali smo že, da je C(X, S) homeomorfen topološkemu prostoru
O(X), opremljenemu s T , homeomorfizem pa inducira bijekcijo med topologijama
(v tem primeru T -inducirano topologijo in topologijo T ), zato je T šibka.
(2) (⇒) Naj bo topologija T krepka. Dokazujemo krepkost T -inducirane topolo-
gije. Po lemi 3.4 je dovolj dokazati zveznost evalvacije εX,Y : C(X, Y ) × X → Y .
Naj bo f ∈ C(X, Y ) in naj bo V poljubna odprta okolica točke f(x). Spomnimo se,
kaj pomeni, da je topologija T krepka: množica εX = {(U, x) ∈ O(X)×X | x ∈ U}
je odprta. Imamo x ∈ f−1(V ), torej po definiciji εX velja (f−1(V ), x) ∈ εX . Ker
je ta odprt, lahko najdemo odprto okolico O v T in odprto okolico U v X, da
velja (f−1(V ), x) ∈ O × U ⊆ εX . To pa pomeni, da je (f, x) ∈ T (O, V ) × U ,
saj je f−1(V ) ∈ O ravno pogoj za f ∈ T (O, V ). Preveriti moramo še, da ve-
lja T (O, V ) × U ⊆ ε−1X,Y (V ). Vzemimo poljuben (g, u) ∈ T (O, V ) × U . To nam
pove, da je (g−1(V ), u) ∈ O × U ⊆ εX . Po definiciji εX sledi u ∈ g−1(V ), torej
εX,Y (g, u) = g(u) ∈ V , kar je to, kar smo želeli pokazati.
(2) (⇐) Implikacijo izpeljemo na analogen način kot za šibke topologije. 
Opomba 5.16. Zgornji izrek nam potrjuje, da je res najtežje najti eksponentno
topologijo na C(X, Y ), če za kodomeno vzamemo prostor Sierpińskega. Če namreč
obstaja eksponentna topologija na C(X, S), obstaja za poljubno kodomeno.
Izpeljali smo naslednjo posledico.
Posledica 5.17. Prostor X je eksponenciabilen natanko tedaj, ko lahko O(X) opre-
mimo z eksponentno topologijo T . V tem primeru je eksponentna topologija na
C(X, Y ) T -inducirana topologija.
Če za topologijo T na O(X) izberemo Scottovo topologijo, T -inducirano topolo-
gijo na C(X, Y ) imenujemo Isbellova topologija.
Posledica 5.18. Prostor X je eksponenciabilen natanko tedaj, ko je Scottova topo-
logija na družini njegovih odprtih množic aproksimativna. Topologija eksponenta je
Isbellova topologija.
Če je namreč Scottova topologija aproksimativna, je krepka in torej eksponentna.
Topologijo eksponenta dobimo tako, da induciramo Scottovo topologijo na C(X, Y )
in tako dobimo Isbellovo topologijo.
Na neki način smo prišli do cilja – našli smo pogoj za obstoj eksponenta in tudi
povedali, katera je eksponentna topologija. A radi bi bolj enostaven pogoj za obstoj
eksponenta, in sicer takega, ki bo vezan neposredno na lastnosti prostora X, ne pa
na lastnosti neke topologije na topologiji prostora X.
6. Sržno kompaktni prostori
Cilj tega razdelka je razviti kriterij za eksponenciabilnost prostora glede na nje-
gove lastnosti, brez navezovanja na Scottovo topologijo, topologije na topologijah
ali kakršnokoli topologijo. Videli bomo, da je kriterij zelo preprost: prostor bo
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moral biti sržno kompakten, relativno neznan pojem, ampak zelo soroden dobro po-
znani lokalni kompaktnosti. V resnici je sržna kompaktnost tista, ki daje lokalni
kompaktnosti takšno težo, a ker v Hausdorffovih prostorih (s katerimi imamo naj-
več opravka) lokalna kompaktnost sovpada s sržno kompaktnostjo, slednja ne pride
toliko do izraza.
Definicija 6.1. Naj bosta U in V odprti množici. Množica U je daleč pod V , če
vsako odprto pokritje množice V vsebuje končno podpokritje množice U . Pišemo
U ≪ V .
To na primer vedno velja, če obstaja kompaktna množica K, za katero velja
U ⊆ K ⊆ V , saj ima po definiciji kompaktnosti vsako odprto pokritje množice K
končno podpokritje množice K, kar je seveda tudi končno podpokritje množice U ,
vsa pokritja množice V pa so očitno podmnožica vseh pokritij K.
Spomnimo se baze topologije Aleksandrova, ki jo tvorijo množice oblike ↑U =
{V ∈ O(X) | U ⊆ V }, torej zgornji odseki množic. Ko je prostor sržno kompakten,
je baza Scottove topologije zelo sorodna bazi topologije Aleksandrova, tvorijo jo
namreč množice
 U = {V ∈ O(X) | U ≪ V },
kar bomo kasneje utemeljili.
Oglejmo si nekaj osnovnih lastnosti relacije ≪. Opazimo, da so podobne lastno-
stim relacije ≺, ki smo jo spoznali v prejšnjem poglavju.
Lema 6.2. Veljajo naslednje trditve:
(1) Iz U ≪ V sledi U ⊆ V .
(2) Naj velja U ′ ⊆ U ≪ V ⊆ V ′. Potem je U ′ ≪ V ′.
(3) Velja ∅ ≪ W in iz U ≪ W in V ≪ W sledi U ∪ V ≪ W .
Dokaz. (1) Množica V je pokritje množice V , in ker vsebuje končno podpokritje
množice U , V pokriva U .
(2) Radi bi pokazali, da vsako odprto pokritje množice V ′ vsebuje končno pod-
pokritje množice U ′. Pokažimo najprej U ′ ≪ V . Vemo, da vsako odprto pokritje
množice V vsebuje končno podpokritje množice U , to končno podpokritje pa je tudi
pokritje množice U ′, torej relacija drži. Pokažimo še U ′ ≪ V ′. Ker so vsa odprta
pokritja množice V ′ vsebovana v vseh pokritjih množice V , relacija sledi.
(3) Prazno pokritje je pokritje prazne množice, ki je vsebovano v vsakem pokritju
ter je končno, zato velja ∅ ≪ W . Predpostavimo, da velja U ≪ W in V ≪ W . Radi
bi pokazali, da vsako odprto pokritje množice W vsebuje končno podpokritje mno-
žice U ∪V . Naj bo P poljubno pokritje množice W . Vemo, da obstajajo U1, . . . , Un,
ki pokrivajo U , in V1, . . . , Vn, ki pokrivajo V . Za iskano končno podpokritje vza-
memo (⋃ni=1 Ui)∪ (⋃ni=1 Vi), kar je končno podpokritje (ker je končna unija) množice
U ∪ V . 
Relaciji ≺ in ≪ sta si res sorodni in za eksponentno topologijo celo sovpadata.
Lema 6.3. Naj bosta U in V odprti podmnožici topološkega prostora X in naj bo
O(X) družina odprtih podmnožic v X. Velja naslednje:
(1) Iz U ≺Scott V sledi U ≪ V .
(2) Naj bo Scottova topologija na O(X) aproksimativna. Potem je U ≪ V na-
tanko tedaj, ko je U ≺Scott V .
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Dokaz. (1) Predpostavimo, da velja U ≺Scott V . Radi bi videli, da vsako odprto
pokritje množice V vsebuje končno podpokritje množice U . Obstaja Scottovo odprta
množica O, za katero velja V ∈ O in U ⊆ W za vsakW ∈ O. Spomnimo se definicije
Scottovo odprte množice, ki nam pove, da vsako odprto pokritje množice V ∈ O
vsebuje končno podpokritje, ki je vsebovano v O. Ker pa velja U ⊆ W za vse
W ∈ O, je to končno podpokritje ravno iskano končno podpokritje množice U .
(2) Predpostavimo zdaj, da je Scottova topologija na O(X) aproksimativna in
da velja U ≪ V . Aproksimativnost Scottove topologije nam pove, da lahko V
zapišemo kot unijo takih Vi, za katere velja Vi ≺Scott V . Množice Vi so torej pokritje
množice V in po definiciji relacije ≪ obstajajo V1, . . . , Vn, ki pokrivajo U . Naj bo
W = ⋃ni=1 Vi. Ker velja Vi ≺Scott V za vsak i ∈ {1, 2, . . . , n} in ker jeW končna unija
takih množic, lahko uporabimo četrto točko leme 5.8, iz katere sledi W ≺Scott V .
Opazimo, da lahko uporabimo še drugo točko leme 5.8, saj je W pokritje množice
U , torej U ⊆ W , in iz tega dobimo U ≺Scott V . 
Definirajmo zdaj sržno kompaktnost.
Definicija 6.4. Prostor X je sržno kompakten, če za vsako odprto okolico V točke
x ∈ X obstaja taka odprta okolica U točke x, da velja U ≪ V .
Ta lastnost je ekvivalentna temu, da je vsaka odprta množica V unija odprtih
množic, ki so daleč pod V .
Bližamo se ključnemu izreku o tem, kdaj je prostor eksponenciabilen. Naslednja
lema nam bo pomagala omenjeni izrek izraziti v bolj strnjeni obliki, vključuje pa
tudi prej napovedano utemeljitev, da so množice U = {V ∈ O(X) | U ≪ V } baza
Scottove topologije.
Lema 6.5. Naj bo X sržno kompakten prostor in naj bo O(X) družina odprtih
množic v X. Veljajo naslednje trditve:
(1) Naj bosta U in W odprti podmnožici v X. Če velja U ≪ W , potem obstaja
odprta množica V , za katero velja U ≪ V ≪ W .
(2) Množica U je Scottovo odprta.
(3) Naj bo O ⊆ O(X) Scottovo odprta in V ∈ O. Potem obstaja tak U ∈ O, za
katerega velja U ≪ V .
(4) Množice U , U ∈ O(X), tvorijo bazo Scottove topologije.
(5) Če velja U ≪ V , potem velja U ≺Scott V .
Opomba 6.6. Lastnost iz prve točke leme imenujemo interpolacijska lastnost rela-
cije ≪.
Opomba 6.7. Zadnja točka nam skupaj s prvo točko leme 6.3 pove, da relaciji ≪
in ≺ v sržno kompaktnih prostorih sovpadata.
Dokaz. (1) Ker je X sržno kompakten, lahko W zapišemo kot unijo množic Vi, ki so
daleč pod W , torej
W =
⋃
Vi≪W
Vi.
Hkrati pa lahko vsako množico Vi v uniji zapišemo kot unijo množic V ′j , ki so daleč
pod Vi. Velja torej
W =
⋃
Vi≪W
⋃
V ′j≪Vi
V ′j .
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Obstajajo potemtakem množice V ′1 , . . . , V ′n, za katere velja U ⊆ V ′1 ∪ V ′2 ∪ · · · ∪ V ′n.
Za vsakega od V ′1 , . . . , V ′n si lahko izberemo V1, . . . , Vn z lastnostjo V ′1 ≪ V1 ≪
W, . . . , V ′n ≪ Vn ≪ W . Po lemi 6.2 velja V ′1 ∪V ′2 ∪· · ·∪V ′n ≪ V1∪V2∪· · ·∪Vn ≪ W .
V resnici smo že na cilju, saj lahko izberemo
V = V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vn.
Ali res vsako odprto pokritje množice V vsebuje končno podpokritje množice U?
Da, saj je U ⊆ V ′1 ∪ V ′2 ∪ · · · ∪ V ′n ≪ V .
(2) Prva lastnost, ki ji mora zadoščati Scottovo odprta množica, je odprtost v
smislu Aleksandrova. To velja za U po drugi točki leme 6.2. Izberimo poljuben
W ∈ U . Pokazati moramo, da za vsako odprto pokritje množiceW obstaja končno
mnogo članic tega pokritja, katerih unija je v U . Naj bo P pokritje množiceW . Ker
je U ≪ W , po točki (1) obstaja taka odprta množica V ∈ U , da je U ≪ V ≪ W .
Po definiciji relacije ≪ pokritje P vsebuje končno podpokritje P1 ∪ P2 ∪ · · · ∪ Pn
množice V . Velja U ≪ V ⊆ P1∪P2∪· · ·∪Pn, in z upoštevanjem druge točke leme 6.2
vidimo, da je U ≪ P1 ∪ P2 ∪ · · · ∪ Pn, torej je to končno podpokritje vsebovano v
U .
(3) Naj bo O ⊆ O(X) Scottovo odprta množica in V ∈ O. Iščemo tak U ∈ O, za
katerega bo veljalo U ≪ V . Ker je X sržno kompakten prostor, lahko V zapišemo
kot unijo
V =
⋃
Ui≪V
Ui.
To je pokritje množice V , in po definiciji Scottovo odprte množice obstaja končno
mnogo članic tega pokritja, katerih unija je v O. To nam pove, da obstajajo množice
U1, U2, . . . , Un, katerih unija je v O, poleg tega pa po točki (3) leme 6.2 velja
U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Un ≪ V.
Za množico U si torej lahko izberemo U = U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Un.
(4) Radi bi pokazali, da množice U = {V ∈ O(X) | U ≪ V }, U ∈ O(X), tvorijo
bazo Scottove topologije. Po točki (2) je U res Scottovo odprta. Pokazati moramo,
da lahko poljubno Scottovo odprto množico O ⊆ O(X) zapišemo kot unijo množic
U . Izberimo neki V ∈ O. Iščemo množico oblike U , ki vsebuje V . Po točki (3)
obstaja U ∈ O, za katerega velja U ≪ V , in zato je V ∈ U , torej množice U res
tvorijo bazo Scottove topologije.
(5) Naj bo U ≪ V . Iščemo Scottovo odprto množico O, ki vsebuje V , poleg tega
pa mora veljati U ⊆ W za vse W ∈ O. Izberimo za O kar bazno množico U . Iz
predpostavke sledi V ∈ U in pokazali smo že, da je Scottovo odprta. Če izberemo
poljuben W ∈ U , velja U ≪ W , in po prvi točki leme 6.2 sledi U ⊆ W . 
Zdaj lahko končno formuliramo izrek o eksponenciabilnosti prostora brez navezo-
vanja na Scottovo topologijo.
Izrek 6.8. Topološki prostor X je eksponenciabilen natanko tedaj, ko je sržno kom-
pakten. Če je X sržno kompakten in Y poljuben topološki prostor, je topologija
eksponenta Y X generirana s podbaznimi množicami
{f ∈ Y X | U ≪ f−1(V )},
kjer U preteče odprte množice v X, V pa odprte množice v Y .
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Opomba 6.9. Opazimo, da namesto f ∈ C(X, Y ) pišemo f ∈ Y X . To je zato, ker
vemo, da eksponentna topologija na C(X, Y ) zaradi sržne kompaktnosti prostora X
obstaja, in lahko uporabimo oznako za eksponent.
Dokaz. (⇒) Naj bo X eksponenciabilen. Po posledici 5.18 to pomeni, da je Scottova
topologija na družini njegovih odprtih množic aproksimativna. Spomnimo se še
leme 6.3, ki pravi, da iz U ≺Scott V sledi U ≪ V . Ko to združimo, dobimo ravno
sržno kompaktnost prostora X.
(⇐) Naj bo X sržno kompakten. Po zadnji točki leme 6.5 iz U ≪ V sledi
U ≺Scott V , torej je Scottova topologija na družini odprtih množic prostora X
aproksimativna, in spet z uporabo posledice 5.18 vidimo, da je X eksponenciabilen.
Dokažimo zdaj drugi del izreka, torej da množice
{f ∈ Y X | U ≪ f−1(V )}
tvorijo podbazo eksponentne topologije, seveda ob predpostavki, da je X sržno
kompakten. Spomnimo se posledice 5.17, ki pravi, da je eksponentna topologija
porojena s podbaznimi množicami
T (O, V ) = {f ∈ Y X | f−1(V ) ∈ O},
kjer O preteče odprte množice v T , V pa vse odprte množice v Y , kjer je T ekspo-
nentna topologija na družini odprtih množic prostora X, torej Scottova topologija.
Po točki (4) leme 6.5 množice U tvorijo bazo Scottovo topologije in dovolj je, da
O preteče bazne množice Scottove topologije (saj lahko po definiciji baze topologije
vsako odprto množico zapišemo kot unijo baznih množic). Torej lahko O nadome-
stimo z U in tako se pogoj f−1(V ) ∈ O prevede v f−1(V ) ∈ {W ∈ O(X) | U ≪ W},
kar je ekvivalentno U ≪ f−1(V ). 
7. Lokalno kompaktni prostori
Oglejmo si povezavo med lokalno in sržno kompaktnostjo. V ta namen defini-
rajmo še enkrat lokalno kompaktnost, saj se uporabljajo različne definicije, ki sicer
sovpadajo pri Hausdorffovih prostorih, ne pa v splošnem.
Definicija 7.1. Prostor X je lokalno kompakten, kadar ima vsaka njegova točka
poljubno majhne kompaktne okolice, tj. za vsako odprto množico V ∈ O(X) in vsak
x ∈ V obstajata taka U,K ⊆ X, da je U odprta, K kompaktna in x ∈ U ⊆ K ⊆ V .
Lema 7.2. Naj bo X Hausdorffov topološki prostor in naj bosta U in V odprti
podmnožici, za kateri velja U ≪ V . Potem je U ⊆ V .
Dokaz. Naj bosta U in V odprti množici in naj velja U ≪ V . Izberemo si poljuben
z /∈ V . Za vsak x ∈ V lahko najdemo odprti okolici Ux za x in Wx za z, ki se ne
sekata, saj je X Hausdorffov. {Ux}x∈X je odprto pokritje za V , zato obstaja končno
podpokritje U1, U2, . . . , Un množice U . Naj bo Wz = W1 ∩W2 ∩ · · · ∩Wn. Ker je
presek končno mnogo odprtih množic, je Wz odprta in zato je Zz = X \Wz zaprta
množica. Velja U ⊆ Zz in z /∈ Zz. Naj bo Z = ⋂z Zz. Ker je presek zaprtih množic,
je zaprta. Velja U ⊆ Z ⊆ V . U je najmanjša zaprta množica, ki vsebuje U , zato
velja U ⊆ Z ⊆ V . 
Trditev 7.3. Vsak lokalno kompakten prostor X je sržno kompakten. Če je X
Hausdorffov prostor, velja tudi obrat.
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Slika 5. Lokalna kompaktnost.
Dokaz. Naj bo X lokalno kompakten prostor, x ∈ X poljubna točka in V poljubna
odprta okolica te točke. Potem obstajata odprta okolica U te točke in kompaktna
podmnožica K, za kateri velja x ∈ U ⊆ K ⊆ V . Pokazati moramo, da obstaja
odprta okolica točke x, ki je daleč pod V . Množica U ustreza temu pogoju, saj vsako
odprto pokritje množice V vsebuje končno podpokritje K, ker je K kompaktna, in
s tem končno podpokritje U .
Predpostavimo zdaj, da je X Hausdorffov in sržno kompakten, in dokažimo, da
je lokalno kompakten. Naj bo V odprta množica in naj bo x ∈ V . Obstaja odprta
množica U , tako da je x ∈ U ≪ V . Zaradi leme 7.2 zadostuje pokazati, da je U
kompaktna.
Naj bo {Uλ}λ∈Λ odprto pokritje množice U . Po prvi točki leme 6.5 obstaja tak
W , da velja U ≪ W ≪ V . Po lemi 7.2 velja U ⊆ W . {Uλ}λ∈Λ ∪ (V \ U) je pokritje
množice V in lahko najdemo končno podpokritje U1, U2, . . . , Un množice W in s tem
tudi množice U , kar je točno to, kar smo iskali, le še izpustiti moramo iz pokritja
V \ U , ki seveda ne vpliva na pokritje množice U . 
Spomnimo se definicije kompaktno-odprte topologije na C(X, Y ). Podana je s
podbazo
G(K,V ) = {f ∈ C(X, Y ) | K ⊆ f−1(V )},
kjer je K ⊆ X kompaktna in V ⊆ Y odprta.
Vidimo, da je ta podbaza podobna podbazi eksponentne topologije. Naj bo K
kompaktna množica in ↑K := {V ∈ OX | K ⊆ V }.
Lema 7.4. Naslednje trditve so ekvivalentne:
(1) Prostor X je lokalno kompakten.
(2) Prostor X je sržno kompakten in za vse U, V ∈ O(X) velja U ≪ V natanko
tedaj, ko obstaja taka kompaktna množica K ⊆ X, da je U ⊆ K ⊆ V .
(3) O(X) ima eksponentno topologijo, ki je podana z bazo {↑K | K ⊆ X,K
kompaktna}.1
1Dejstvo, da so množice {↑K |K ⊆ X,K kompaktna} baza in ne samo podbaza, sledi iz lastnosti
↑K1 ∩ ↑K2 ∩ · · · ∩ ↑Kn = ↑(K1 ∪K2 ∪ · · · ∪Kn).
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(4) Za vsak topološki prostor Y je C(X, Y ), opremljen s kompaktno-odprto topo-
logijo, eksponent Y X .
Dokaz. (1) ⇒ (2) Ker je X lokalno kompakten, je po trditvi 7.3 sržno kompakten.
Naj bosta U, V ∈ O(X) in U ≪ V . Za vsak x ∈ V izberimo Ux ∈ O(X) in
kompaktno Kx ⊆ X, da velja x ∈ Ux ⊆ Kx ⊆ V . (Ux)x∈V je odprto pokritje
V . Ker je U ≪ V , obstajajo x1, x2, . . . , xn, tako da U ⊆ Ux1 ∪ Ux2 ∪ · · · ∪ Uxn ⊆
Kx1 ∪Kx2 ∪ · · · ∪Kxn ⊆ V . Za iskani K si lahko izberemo Kx1 ∪Kx2 ∪ · · · ∪Kxn .
(2) ⇒ (1) Naj bo V odprta množica in naj bo x ∈ V . Iščemo U ∈ O(X) in
K ⊆ X kompaktno, da bo veljalo x ∈ U ⊆ K ⊆ V . Ker je X sržno kompakten,
obstaja U ∈ O(X), da velja x ∈ U ≪ V , in po predpostavki obstaja kompakten
K ⊆ X, tako da je x ∈ U ⊆ K ⊆ V .
(2)⇒ (3) Ker je prostorX sržno kompakten, po izreku 6.8 in trditvi 7.3 eksponent
obstaja in eksponentna topologija na O(X) je Scottova. Torej moramo pokazati, da
je Scottova topologija enaka topologiji, ki je podana z bazo
{↑K | K ⊆ X,K kompaktna}.
Res, za vsako kompaktno K ⊆ X je ↑K Scottovo odprta. Očitno je odprta v smislu
Aleksandrova in vsako pokritje neke množice V ∈ ↑K vsebuje končno podpokritje,
katerega unija je v ↑K, saj je K kompaktna. Torej je topologija, ki jo generirajo
↑K, šibkejša od Scottove. Obratno, naj bo O Scottovo odprta in V ∈ O. Po tretji
točki leme 6.5 obstaja U ∈ O, za katerega velja U ≪ V . Po predpostavki obstaja
kompaktna K ⊆ X, tako da je U ⊆ K ⊆ V . Potem velja V ∈ ↑K ⊆ ↑U ⊆ O.
(3) ⇒ (2) Ker ima O(X) eksponentno topologijo, je X sržno kompakten. Naj
bosta U, V ∈ O(X), za kateri velja U ≪ V . Torej je V ∈  U in  U je po drugi
točki leme 6.5 Scottovo odprta in zato odprta v eksponentni topologiji. Torej obstaja
K ⊆ X kompaktna, tako da je V ∈ ↑K ⊆  U . Označimo
L :=
⋂
K⊆W
W.
Očitno je K ⊆ L. Trdimo, da je L kompaktna. Vzemimo poljubno odprto pokritje
množice L. Vemo, da vsebuje končno podpokritje množice K, saj je K kompaktna.
Unija članic tega končnega podpokritja je odprta nadmnožica K, torej pokriva L.
Ker je bilo pokritje poljubno, sledi, da je L kompaktna.
Preverimo, da velja U ⊆ L in L ⊆ V . Druga vsebovanost velja po definiciji L, ker
je K ⊆ V . Pokažimo še prvo vsebovanost. Naj bo y ∈ U in naj bo W ∈ ↑K. Velja
↑K ⊆  U , kar pomeni U ≪ W . Po prvi točki leme 6.2 je U ⊆ W in zato y ∈ W .
Ker to velja za vsak W ∈ ↑K, je y ∈ L.
(3) ⇒ (4) Ker eksponentna topologija T na O(X) obstaja, je po trditvi 5.15 ek-
sponentna topologija na C(X, Y ) T -inducirana topologija, torej topologija, podana
s podbazo
T (O, V ) = {f ∈ C(X, Y ) | f−1(V ) ∈ O},
kjer O preteče T , V pa odprte množice v Y . Dovolj je, da O preteče bazo topologije
T , torej je podbaza
T (↑K,V ) = {f ∈ C(X, Y ) | f−1(V ) ∈ ↑K}
= {f ∈ C(X, Y ) | K ⊆ f−1(V )}
= {f ∈ C(X, Y ) | f(K) ⊆ V },
kar je natanko podbaza kompaktno-odprte topologije.
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(4)⇒ (3) Naj bo C(X, Y ) s kompaktno-odprto topologijo eksponent Y X za vsak
prostor Y . Torej če vzamemo za Y prostor Sierpińskega S in upoštevamo C(X, S) ∼=
O(X), vemo, da obstaja eksponentna topologija na O(X), ki je Scottova. Videti
moramo še, da je Scottova topologija enaka topologiji, ki jo generirajo {↑K | K ⊆
X,K kompaktna}, kar smo pokazali že v prejšnji točki. 
Povzemimo izsledke tega dela z izrekom.
Izrek 7.5. Za vsak topološki prostor X so ekvivalentne naslednje trditve:
(1) Prostor X je sržno kompakten.
(2) Prostor X je eksponenciabilen, torej za vsak topološki prostor Y obstaja ek-
sponent Y X .
(3) Za vsak topološki prostor Y je C(X, Y ) z Isbellovo topologijo in običajno
evalvacijo eksponent Y X .
(4) Obstaja eksponent SX .
(5) Množica O(X) s Scottovo topologijo in z evalvacijo (U, x) ↦→
⎧⎨⎩1 x ∈ U0 x /∈ U je
eksponent SX .
(6) Scottova topologija na O(X) je krepka.
Za vsak Hausdorffov topološki prostor X so ekvivalentne trditve (1− 6) in še nasle-
dnje:
(7) Vsaka točka ima kompaktno okolico.
(8) X je lokalno kompakten.
(9) Za vsak topološki prostor Y je C(X, Y ) s kompaktno-odprto topologijo in z
običajno evalvaijo eksponent Y X .
(10) Množica O(X) s topologijo, generirano z ↑K, K ⊆ X kompaktna, in evalva-
cijo
(U, x) ↦→
⎧⎨⎩1 x ∈ U0 x /∈ U
je eksponent SX .
Dokaz. (1)⇔ (2) Sledi iz trditve 6.8.
(2)⇒ (3) Naj bo X eksponenciabilen in T eksponentna topologija na O(X). Po
trditvi 5.17 je eksponentna topologija na C(X, Y ) T -inducirana topologija. Ker je
eksponentna topologija Scottova topologija, je T -inducirana topologija ravno Isbel-
lova.
(2)⇐ (3) Sledi iz definicije eksponenciabilnosti.
(3)⇒ (4) Očitno, saj je S topološki prostor.
(3)⇐ (4) Predpostavimo, da SX obstaja, torej lahko C(X, S) opremimo z ekspo-
nentno topologijo. Velja C(X, S) ∼= O(X), torej obstaja eksponentna topologija T
na O(X). Po trditvi 5.15 je T -inducirana topologija na C(X, Y ) eksponentna za
vsak prostor Y in vemo, da je topologija eksponenta Isbellova topologija.
(4) ⇒ (5) Po predpostavki obstaja eksponentna topologija na C(X, S). Spet iz
C(X, S) ∼= O(X) poglejmo, kaj je eksponentna topologija na O(X). Kandidat je
seveda Scottova topologija. Po točki (2) in posledici 5.18 je Scottova topologija
aproksimativna, po lemi 5.10 je krepka in zato iskana eksponentna topologija.
(4)⇐ (5) Očitno.
(5) ⇒ (6) Eksponent obstaja natanko tedaj, ko je Scottova topologija na O(X)
krepka.
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(5) ⇐ (6) Krepkost Scottove topologije ravno pove, da je Scottova topologija
na O(X) eksponentna in trditev sledi. Podana evalvacija je običajna evalvacija, če
upoštevamo C(X, S) ∼= O(X).
Če zgornje enakosti veljajo za vse topološke prostore, seveda veljajo tudi za Hau-
sdorffove. Za slednje dokažimo še preostale trditve.
(1)⇔ (7) Sledi iz leme 7.3.
(7) ⇒ (8) Naj bo x ∈ X. Po predpostavki obstajata odprta okolica U in kom-
paktna množica K ⊆ X, da je x ∈ U ⊆ K. Pokažimo, da je X lokalno kompakten.
Za vsak y ∈ V izberimo odprti množici Uy in Vy, tako da x ∈ Uy, y ∈ Vy in
Uy ∩ Vy = ∅. ⋃y∈K\V Vy pokriva množico K \ V . Množica K \ V je kompaktna, saj
je zaprt podprostor kompaktne množice, zato obstajajo y1, y2, . . . , yn ∈ K \ V , tako
da K \ V ⊆ Vy1 ∪ Vy2 ∪ · · · ∪ Vyn . Definirajmo
U˜ = Uy1 ∪ Uy2 ∪ · · · ∪ Uyn .
Očitno je odprta množica. Naj bo
K˜ = K ∩ V cy1 ∩ V cy2 ∩ · · · ∩ V cyn = K ∩ (Vy1 ∪ Vy2 ∪ · · · ∪ Vyn)c.
Množica K˜ je kompaktna, saj je spet zaprt podprostor kompakta K. Pokažimo,
da velja x ∈ U˜ ⊆ K˜ ⊆ V . Točka x je element množice U˜ , saj pripada U in vsem
množicam Uyi . Velja U˜ ⊆ U ⊆ K in U˜ ⊆ Uyi ⊆ V cyi . Iz tega sledi U˜ ⊆ K˜. Velja
K˜ = K ∩ (Vy1 ∪ Vy2 ∪ · · · ∪ Vyn)c
⊆ K ∩ (K \ V )c
= K ∩ (K ∩ V c)c
= K ∩ (Kc ∪ V )
= (K ∩Kc) ∪ (K ∩ V )
= K ∩ V ⊆ V,
kar smo želeli pokazati.
(7)⇐ (8) Sledi iz definicije lokalne kompaktnosti.
Točke (8), (9) in (10) so ekvivalentne po lemi 7.4. 
8. Zgledi
Ogejmo si nekaj primerov in protiprimerov sržno kompaktnih prostorov.
(1) Vsak kompakten Hausdorffov prostor je lokalno kompakten. Če je K ⊆ Rn
kompaktna, eksponentna topologija na množici C(K,R) sovpada s topologijo
enakomerne konvergence. Enako velja za kompleksne funkcije, ko za domeno
vzamemo kompaktno množico.
(2) Če je U ⊆ Rn odprta množica, je eksponentna topologija na množicah
C(U,R) in C(U,C) topologija lokalne enakomerne konvergence.
(3) Spomnimo se Weierstrassovega aproksimacijskega izreka, ki pravi, da lahko
zvezno funkcijo f : [a, b]→ R na [a, b] poljubno natančno enakomerno apro-
ksimirano s polinomi. Ta izrek velja, če prostor C([a, b],R) opremimo z
eksponentno topologijo.
(4) Prostor Sierpińskega je sržno kompakten prostor, ki ni Hausdorffov.
(5) Če je X sržno kompakten prostor, je tudi O(X) z eksponentno topologijo
sržno kompakten prostor. Dokaz si lahko bralec ogleda v [2, izrek 4.8].
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(6) Če opremimo R z urejenostno topologijo, torej topologijo, ki jo tvori baza
{(a,∞) | a ∈ R)}, dobimo sržno kompakten prostor, ki ni Hausdorffov.
(7) Naj bo D diskreten in zato lokalno kompakten prostor. V tem primeru
vedno obstaja Y D in eksponentna topologija je topologija konvergence po
točkah. Primer je Hilbertova kocka, [0, 1]N, ki predstavlja zaporedja v [0, 1].
Po izreku Tihonova je kompaktna in zato lokalno kompaktna.
(8) Množica Q z evklidsko topologijo ni sržno kompakten prostor.
(9) Banachov prostor, tj. poln normiran vektorski prostor, je lokalno kompakten
natanko tedaj, ko je končno dimenzionalen. Ker je Hausdorffov, nam to pove,
da neskončno dimenzionalni Banachovi prostori niso sržno kompaktni.
Kot že vemo, je sržno kompakten prostor kar lokalno kompakten, če je Hausdorffov.
Težko je konstruirati primer sržno kompaktnega prostora, ki ni lokalno kompakten.
Primer si lahko bralec ogleda v [3, razdelek 7].
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